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В работе исследованы две системы, состоящие из сферической оболочки, катящейся
по плоскости без проскальзывания, и подвижного твердого тела, закрепленного внутри
оболочки при помощи двух различных механизмов. В первом случае твердое тело закреп-
лено в центре шара на сферическом шарнире. Указан изоморфизм уравнений движения
внутреннего тела с движением шара по гладкой плоскости. Во втором случае твердое тело
закреплено с помощью неголономного шарнира. Получены уравнения движения для этой
системы и указаны новые интегрируемые случаи. Особенность набора тензорных инвариан-
тов данной системы заключается в том, что он приводит к новому в неголономной механике
механизму интегрирования — теореме Эйлера –Якоби –Ли.
Кроме того, рассмотрена задача о свободном движении связки двух тел, соединенных
неголономным шарниром. Для этой системы найдены интегрируемые случаи, а также раз-
личные тензорные инварианты.
Ключевые слова: неголономная связь, тензорные инварианты, изоморфизм, неголоном-
ный шарнир
Введение
Данная работа продолжает цикл исследований авторов по динамике неголономных си-
стем [2, 7, 11–14, 24, 25]. Прикладное значение таких систем обусловлено их использованием
в теории управления и робототехнике для моделирования динамики устройств, связанных
с качением. Так, одной из популярных задач робототехники является исследование проблем
динамического управления передвижением сферического робота, использующего различ-
ные приводящие механизмы (маятниковые, роторные и т. п.; см. подробнее библиографию
в [5]). В частности, в работах [5, 6, 32] изучено управление динамически несимметричным
шаром при помощи трех уравновешенных роторов, указаны преимущества и недостатки
такого механизма управления.
Как было показано в работах [11, 14, 24, 25], по сравнению с гамильтоновыми системами
неголономные обладают существенно более разнообразным поведением. Такое многообра-
зие типов поведения (которое было названо иерархией динамического поведения) обуслов-
лено наличием или отсутствием различных тензорных инвариантов (законов сохранения),
что существенным образом влияет на динамику системы. Заметим, что для гамильтоно-
вых систем, вследствие существования такого тензорного инварианта, как скобка Пуассона,
различных типов поведения не наблюдается — их динамика всегда консервативна. Поэто-
му прежде чем изучать управляемую динамику новых неголономных систем, необходимо
хорошо представлять себе их свободную динамику, этому и посвященная настоящая работа.
В работе исследуются две системы, которые имеют непосредственное отношение к ро-
бототехнике и связаны с различными конструкциями механизма управления качением шара
по плоскости. При этом используется классическая модель абсолютно шероховатой плоско-
сти, в которой скорость точки контакта шара с плоскостью равна нулю (обсуждение вопро-
сов при дополнительном динамическом ограничении непрокручивания имеется в [14, 15]).
В первой системе в центре шара на сферическом шарнире закреплено твердое тело,
причем центр масс всей системы в общем случае не лежит в геометрическом центре шара.
В частном случае, когда внутри оболочки закреплен сферический маятник, эта задача бы-
ла проинтегрирована С.А.Чаплыгиным [23]. Случай, когда внутреннее тело динамически
симметрично, рассмотрен в работах [3, 12, 19]. Лагранжево представление уравнений дви-
жения внутреннего тела (из которого следует их гамильтоновость) в этом случае указано
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С.В.Болотиным [3]. Здесь мы развиваем эти идеи, и в общем случае произвольного тела за-
писываем уравнения движения при помощи избыточных координат и квазискоростей. Это
позволяет представить систему в удобной для анализа алгебраической форме и установить
изоморфизм с аналогичной системой на абсолютно гладкой плоскости, что, в свою очередь,
дает возможность представить уравнения движения в гамильтоновой форме и найти новые
интегрируемые случаи.
Во второй задаче внутри шара также находится твердое тело, причем между шаром
и внутренним телом есть неголономная связь, запрещающая их относительные повороты
вдоль одного выбранного направления, фиксированного во внутреннем теле. Реализация
такой связи при помощи острых колес, на которых закреплено внутреннее тело, была пред-
ложена В.Вагнером [9], кинематический механизм, реализующий указанную связь между
двумя твердыми телами, был назван в работе [22] неголономным шарниром. Схема ша-
рового робота, использующего для передвижения неголономный шарнир между внутрен-
ним телом и сферической оболочкой, была предложена в [28] (без теоретического анализа).
Особенность набора тензорных инвариантов данной системы заключается в том, что он
приводит к новому в неголономной механике механизму интегрирования — теореме Эй-
лера –Якоби –Ли [17, 18], по которой для интегрируемости n-мерной системы требуется
наличие инвариантной меры, n− 2− k первых интегралов и k полей симметрий.
В заключение работы рассматривается задача о свободном движении связки двух тел,
соединенных неголономным шарниром (близкая задача обсуждалась еще Г.К.Сусловым [20]).
Ее интересной особенностью является то, что она может рассматриваться как интегрируе-
мый (по теореме Эйлера –Якоби) геодезический поток квадратичной метрики на разреши-
мой группе Ли.
Отметим также, что при анализе систем, рассматриваемых в данной работе, возникло
множество новых задач из разных областей теории динамических систем: явного интегри-
рования, топологического анализа, исследования устойчивости, и т. д.
1. Однородная сферическая оболочка с твердым телом,
закрепленным в геометрическом центре
1. Уравнения движения. Интеграл Чаплыгина. Рассмотрим движущуюся по
горизонтальной плоскости систему, состоящую из двух тел. Одно из них — несущее, пред-
ставляет собой сферическую оболочку, такую, что ее тензор инерции — шаровой IsE (E —
единичная матрица) и наружная поверхность — правильная сфера; внутри этого тела име-
ется полость, в центре которой закреплено несомое тело — волчок, причем точка закреп-
ления совпадает с геометрическим центром наружной поверхности сферической оболочки
(см. рис. 1). Полагаем также, что несущее тело катится по плоскости без проскальзывания.
Приведем подробный вывод уравнений движения, используя квазикоординаты, в которых
уравнения движения примут более удобную (по сравнению с [3]) для дальнейшего исследо-
вания алгебраическую форму.
Положение и конфигурация данной системы полностью определяется радиус-вектором
Rp ∈ R2 точки контакта P оболочки, матрицей поворота оболочки Qs ∈ SO(3) и матрицей
поворота волчка Qt ∈ SO(3).
Для того чтобы получить уравнения движения в наиболее простой форме, воспользуем-
ся тем, что они должны быть инвариантны относительно группы движений плоскости E(2)
и (вследствие динамической симметрии оболочки) относительно группы поворотов несуще-
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Рис. 1. Динамически симметричная сферическая оболочка, в центре которой закреплен волчок.
го тела SO(3). В данном случае величинами, инвариантными относительно действия груп-
пы симметрий E(2)×SO(3), являются проекции скоростей, угловых скоростей тел и вектора
нормали к плоскости на подвижные оси, жестко связанные с несомым телом — волчком.
Поэтому выберем систему координат Gx1x2x3, жестко связанную с волчком, центр которой
совпадает с его центром масс.
Пусть V , Ω — скорость центра и угловая скорость оболочки, v , ω — соответствующие
скорости волчка, γ — нормаль к плоскости, c — постоянный вектор из центра оболочки C
в центр масс волчка G. Условие закрепления несущего тела в несомом эквивалентно совпа-
дению в точке C скорости оболочки и волчка и выражается (голономной) связью вида
v = V + ω × c. (1.1)
Отсутствие проскальзывания в точке P соответствует обращению в нуль скорости точки
контакта оболочки, что задается (неголономной) связью
V −RsΩ× γ = 0, (1.2)
где Rs — внешний радиус оболочки (см. рис. 1).
Уравнения, описывающие эволюцию импульсов и угловых моментов данных тел, в по-
движных осях представляются в виде
msV˙ + ω ×msV = Nc +Np, IsΩ˙+ ω × IsΩ = RsNp × γ,
mtv˙ + ω ×mtv = −mtgγ −Nc, Itω˙ + ω × Itω = −Nc × c,
(1.3)
где ms, mt — масса оболочки и волчка соответственно, It — тензор инерции волчка, Nc,
Np — силы реакции связей (1.1), (1.2). Эти уравнения необходимо дополнить уравнением
Пуассона, описывающим эволюцию неподвижного в пространстве вектора нормали в по-
движной системе координат:
γ˙ = γ × ω. (1.4)
Замечание. Здесь и далее для упрощения, где это необходимо, мы полагаем γ2 = 1.
Из уравнений (1.3), (1.4) следует, что вертикальная составляющая угловой скорости
оболочки сохраняется:
Ωz = (Ω,γ) = const.
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Пользуясь этим интегралом, можно выразить угловую скорость несущего тела через ско-
рость его центра V и вектор γ:
Ω = R−10 γ ×V + Ωzγ. (1.5)
Выразим теперь при помощи связей (1.1), (1.2) моменты сил реакций в уравнени-
ях (1.3):
RsNp × γ = (ms + mt)Rs(V˙ + ω ×V )× γ + mtRs(v˙c + ω × vc)× γ,
−Nc × c = mt(V˙ + ω ×V )× c + mt(v˙c + ω × vc)× c + mgγ × c,
(1.6)
где введено обозначение vc = ω × c.
Пользуясь соотношением (1.5) из уравнения для эволюции Ω и первого из соотноше-
ний (1.6), получим:
Is(V˙ + ω ×V ) = −γ ×
((
(ms + mt)R2s(V˙ + ω ×V ) + mtR2s(v˙c + ω × vc)
)
× γ
)
. (1.7)
Определим для сокращения записи проекционный оператор Πa :
Πab = a × (b × a) = a2b − (a , b)a .
Можно показать, что вследствие уравнения связи (1.2) справедливо тождество
Πγ(V˙ + ω ×V ) = V˙ + ω ×V .
Это позволяет переписать уравнение (1.7) в форме
V˙ + ω ×V = −κΠγ(v˙c + ω × vc), κ = mtR
2
s
I0 + (ms +mt)R2s
. (1.8)
Поскольку нормаль к плоскости γ неподвижна в пространстве, из соотношения (1.8)
следует, что параллельный плоскости вектор
K = V + κΠγvc, (K ,γ) = 0, (1.9)
также неподвижен в пространстве, то есть его эволюция в подвижных осях Gx1x2x3 зада-
ется уравнением
K˙ = K × ω.
Вектор K , выраженный в неподвижных осях, совпадает с векторным интегралом, указан-
ным С.А.Чаплыгин для подобных систем [23].
Пользуясь теперь вторым уравнением в (1.6) и уравнением (1.8), представим эволюцию
вектора ω в виде
Itω˙ + ω × Itω = mt
(
E− κΠγ(v˙c + ω × vc)
)
× c + mtgγ × c. (1.10)
Данное уравнение, совместно с уравнением Пуассона (1.4), образует замкнутую отно-
сительно векторов ω, γ систему. Перепишем ее в более удобной для дальнейшего анализа
форме, для этого воспользуемся тождеством
(v˙c + ω × vc)× c = −
(
Πcω˙ + ω ×Πcω
)
и перенесем часть слагаемых в (1.10) из правой части в левую. Окончательно получим
следующий результат.
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Предложение. Уравнения движения, описывающие эволюцию векторов ω, γ, обра-
зуют замкнутую (редуцированную) систему и могут быть представлены в следующем
виде:
Jω˙ + ω × Jω = κmt(v˙c + ω × vc,γ)γ × c + mtgγ × c, γ˙ = γ × ω,
J = It + (1− κ)mtΠc = It + (1− κ)mtc2E− (1− κ)mtc ⊗ c.
(1.11)
Эта система уравнений обладает геометрическим интегралом, интегралом площадей и ин-
тегралом энергии:
F0 = (γ,γ) = 1, F1 = (Jω,γ) = const, E =
1
2(ω,Jω) +
1
2κmt(vc,γ)
2 + mt(c,γ).
Для полного описания динамики данной системы выберем оси неподвижной системы
координат Oxyz таким образом, что Ox ‖ K , и обозначим через α, β орты неподвижных
осей, выраженные в подвижной системе координат; тогда
α˙ = α× ω, β˙ = β × ω, K = |K |α. (1.12)
Орты α, β, γ полностью определяют поворот волчка. При помощи (1.9) скорость точки
контакта в неподвижной системе координат находим в виде
x˙ = (V ,α) = |K | − κ(vc,α), y˙ = (V ,γ ×α) = κ(vc,α× γ).
По известным величинам ω, α, γ угловая скорость оболочки Ω находится из соотноше-
ния (1.5), после чего поворот оболочки также находится посредством уравнений Пуассона.
2. Шар со смещенным центром на гладкой плоскости. Рассмотрим теперь
заведомо гамильтонову (консервативную) систему, описывающую скольжение динамически
несимметричного шара со смещенным центром по абсолютно гладкой плоскости.
Эта система в абсолютном движении имеет пять степеней свободы, но в силу того,
что реакция плоскости при идеальном скольжении ей перпендикулярна, сохраняются две
проекции импульса системы на эту плоскость. Выбирая систему координат Gx1x2x3, жестко
связанную с телом, с началом в центре масс (тем самым исключая его горизонтальное
равномерное прямолинейное смещение), для движения в потенциальном поле U(γ) получим
функцию Лагранжа
L = 12(ω, Iω) +
1
2m(ω, r × γ)
2 − U(γ), (1.13)
где I — тензор инерции тела относительно центра масс, m — масса тела, ω — угловая
скорость в проекциях на оси, связанные с телом, γ — вектор нормали к плоскости в тех
же осях, а r — вектор из точки контакта в центр масс тела (см. рис. 2). Для поля тяжести
U(γ) = mg(a ,γ).
Как видно из рисунка 2, вектор r для шара выражается через постоянный вектор
смещения центра масс a и вектор γ по формуле
r = −Rγ − a ,
где R — радиус оболочки шара.
Уравнения движения представляются в форме уравнений Лагранжа в квазискоростях
(иногда их называют уравнениями Эйлера –Пуанкаре); в данном случае они записываются
в векторном виде следующим образом:(
∂L
∂ω
)·
= ∂L
∂ω
× ω + ∂L
∂γ
× γ.
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Рис. 2. Шар со смещенным центром масс на гладкой плоскости.
Подставляя сюда функцию Лагранжа (1.13), после упрощений получим замкнутую
систему
Iω˙ + ω × Iω = m(v˙a + ω × va,γ)γ × a + mgγ × a , γ˙ = γ × ω, (1.14)
где также введено обозначение va = ω × a , а последнее уравнение выражает условие, что
вектор нормали неподвижен в пространстве.
Полное описание поворотов шара также достигается добавлением уравнений Пуассона,
описывающих эволюцию неподвижных ортов α, β, параллельных плоскости,
α˙ = α×ω, β˙ = β × ω. (1.15)
3. Изоморфизм, гамильтоновость, интегрируемые случаи. Сравнивая урав-
нения движения двух систем, описанных выше, получим следующий результат.
Теорема 1. Редуцированная система уравнений (1.11), (1.12), описывающая движе-
ние волчка, прикрепленного к оболочке, катящейся без проскальзывания по плоскости, эк-
вивалентна системе уравнений (1.14), (1.15) в задаче о динамике неуравновешенного дина-
мически несимметричного шара на абсолютно гладкой плоскости с точностью до замены
параметров вида
mt = κm, c =
a
κ, J = I.
Как следствие, отсюда получаем, что уравнения движения исходной неголономной ре-
дуцированной системы (1.11), (1.12) оказываются гамильтоновыми. Напомним, что гамиль-
тонов формализм в избыточных координатах и квазискоростях описывается уравнениями
Пуанкаре –Четаева [10]. В данном случае преобразование Лежандра в обозначениях него-
лономной системы имеет вид
M = ∂L
∂ω
= Jω + κmt(ω, c× γ)c× γ,
H = (M ,ω)− L|ω→M = 12(JAM ,AM ) +
1
2κmt(AM , c× γ)
2 +mtg(c,γ),
A = (J + κmt(c× γ)⊗ (c× γ))−1,
где ⊗ обозначает тензорное произведение.
Вычисляя скобки Пуассона (см [10, § 2, гл. 1]), окончательно получим
Теорема 2. Уравнения движения (1.11), (1.12) в переменных M ,γ представляются
в гамильтоновой форме
M˙i = {Mi,H}, γ˙i = {γi,H}, α˙i = {αi,H}, β˙i = {βi,H}, i = 1, 2, 3, (1.16)
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со скобкой Ли –Пуассона следующего вида:
{Mi,Mj} = −εijkMk, {Mi, γj} = −εijkγk, {Mi, αj} = −εijkαk, {Mi, βj} = −εijkβk,
где остальные скобки равны нулю.
Результат о гамильтоновости первоначальной неголономной системы при всевозмож-
ных значениях параметров, является совершенно неочевидным, поскольку неголономные
системы, связанные с качением, как правило, представляются в гамильтоновой или кон-
формно-гамильтоновой форме лишь при специальных значениях геометрических и дина-
мических параметров [11, 14, 24, 25].
Аналогичные вопросы в динамике общей системы материальных точек внутри катя-
щейся по (абсолютно шероховатой) плоскости сферической оболочки исследуются в работе
[3]. В ней, в частности, указывается гамильтоновость уравнений движения в случае дина-
мически симметричного волчка.
Для интегрируемости (1.11), как и для уравнений Эйлера –Пуассона, не хватает одного
дополнительного интеграла. Далее приведем частные случаи, когда он может быть найден.
Случай Эйлера. В случае c = 0 система уравнений (1.11) обладает дополнительным
интегралом F2 = M2.
Случай Лагранжа. При I1 = I2, c1 = 0, c2 = 0 есть дополнительный интеграл F2 =
= M3. Интегрируемость этого случая установлена в работе [12].
Частный интеграл Гесса. При c2 = 0, c3
√
I−12 − I−11 ∓ c1
√
I−13 − I−12 = 0 существует
инвариантное соотношение Гесса F2 = ω1I1
√
I−12 − I−11 ±ω3I3
√
I−13 − I−12 = 0. Отметим, что
случай Гесса был установлен благодаря найденному изоморфизму. Случай Гесса для шара
со смещенным центром масс по гладкой плоскости указан в [8].
2. Однородная сферическая оболочка с неголономным
шарниром внутри
1. Уравнения движения. Г.К.Суслов (см. [20]) рассмотрел систему, состоящую из
двух тел, каждое из которых вращается вокруг неподвижной точки, и соединенных между
собой таким образом, чтобы выполнялась (неголономная) связь
ω3 + Ω3 = 0,
Рис. 3
где ω, Ω — векторы угловых скоростей тел, которые предполагаются
заданными в подвижных системах координат, жестко связанных с каж-
дым из тел. Он предполагал, что данную связь можно реализовать
с помощью длинной гибкой нити, не поддающейся кручению. Такая
реализация является некорректной, так как известно, что поворот ни-
ти на ненулевой угол может возникнуть не за счет ее скручивания,
а за счет изменения формы [7, 27]. Корректная (с теоретической точ-
ки зрения) реализация связи Суслова была предложена В.Вагнером
[9]. Позже аналогичная реализация, названная авторами неголономным
шарниром, была также указана в [22].
В данной работе мы рассмотрим еще одну задачу о качении по абсолютно шероховатой
плоскости сферически симметричной оболочки, внутри которой движется твердое тело,
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соединенное с оболочкой при помощи острых колесиков таким образом, что исключаются
относительные повороты вокруг вектора e , фиксированного во внутреннем теле (рис. 4):
(ω −Ω,e) = 0, (2.1)
где Ω, ω — угловые скорости оболочки и внутреннего тела соответственно. Для того чтобы
запретить относительные повороты тел только вдоль одного направления, точки соприкос-
новения колесиков с внутренней поверхностью оболочки должны лежать на одной прямой,
проходящей через центр сферы C (рис. 4). Возникающая связь (2.1) в точности эквивалент-
на связи Суслова. Кроме того будем полагать, что центры масс оболочки и тела совпадают
и находятся в геометрическом центре сферы C.
Рис. 4. Динамически симметричная сферическая оболочка с неголономным шарниром внутри
на плоскости.
Выберем подвижную систему координат Cx1x2x3, жестко связанную с внутренним те-
лом таким образом, что ось Cx3 ‖ e , тогда уравнения связей примут вид
f0 = ω3 − Ω3 = 0 (связь Суслова),
f = V −Ω×Rγ = 0 (отсутствие проскальзывания в P ), (2.2)
где V — скорость центра масс системы, γ — вектор нормали к плоскости.
Как и в предыдущем разделе, будем полагать, что тензор инерции оболочки — шаровой
IsE, и, кроме того, ограничимся в данной работе лишь случаем, когда вектор e совпадает
с направлением одной из главных осей инерции внутреннего тела. Кинетическая энергия
всей системы представляется в форме
T = 12
(
mV 2 + IsΩ
2 + (ω, Iω)
)
,
где m — масса всей системы, I = diag(I1, I2, I3) — тензор инерции внутреннего тела (здесь
мы считаем, что оси Cx1x2x3 — главные оси инерции).
Уравнения движения в подвижной системе координат, жестко связанной с внутренним
телом, можно записать, пользуясь формализмом работы [11], в явном виде получим:
mV˙ + mω × V = λ, IsΩ˙ + Isω ×Ω = λ×Rγ − λ0e, Iω˙ + ω × Iω = λ0e, (2.3)
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где λ = (λ1, λ2, λ3), λ0 — неопределенные множители, e = (0, 0, 1). Добавляя уравнения
Пуассона для эволюции нормали γ и исключая неопределенные множители λ, λ0 при по-
мощи уравнений связей (2.2), после упрощений получим следующую замкнутую систему:
(˜IΩ)· = (˜IΩ)× ω − λ0e , Iω˙ = (Iω)× ω + λ0e , γ˙ = γ × ω,
I˜ = (Is + mR
2
s)E−mR2sγ ⊗ γ, λ0 = −
Is(Is + mR2s)(ω1ω2(I1 − I2) + I3(Ω2ω1 −Ω1ω2))
Is(Is + mR2s + I3) + mR
2
sI3γ
2
3
.
(2.4)
Таким образом, мы видим, что для вектора углового момента системы относительно
точки контакта
M = I˜Ω + Iω, (2.5)
уравнения движения имеют форму уравнений Пуассона
M˙ = M ×ω.
Следовательно, моментM является постоянным в неподвижных осях, это аналог интеграла
Чаплыгина для данной системы.
2. Первые интегралы и инвариантная мера. Система уравнений (2.4) в общем
случае обладает следующими интегралами:
F0 = γ2, F1 = ω3 − Ω3, F2 = M2, F3 = (M ,γ),
F4 = I1(I1 − I3)ω21 + I2(I2 − I3)ω22,
(2.6)
где физические постоянные интегралов F0, F1 фиксированы,
F0 = 1, F1 = 0.
На уровне F1 = 0 (то есть на связи f0 = 0) уравнения (2.4) допускают также интеграл
энергии
E = 12(Ω, I˜Ω) +
1
2(ω, Iω). (2.7)
Помимо этого, система (2.4) сохраняет инвариантную меру μ = ρ d3Ω d3ω d3γ с плот-
ностью
ρ =
√
Is(Is + mR
2
s + I3) + mR
2
sI3γ
2
3 . (2.8)
3. Абсолютная динамика. Для полного описания поворотов внутреннего тела по-
ступим стандартным образом — добавим уравнения Пуассона, описывающие эволюцию
неподвижных ортов α, β, параллельных плоскости:
α˙ = α×ω, β˙ = β × ω.
Скорость центра шара V выразим из уравнения связи (2.2) и соотношения (2.5):
V =
Rs
Is + mR
2
s
(M − Iω)× γ.
Если мы выберем неподвижную систему координат таким образом, что (M ,β) = 0, то есть
M = Mαα + Mγγ, Mα,Mγ = const,
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то проекции скорости центра масс на неподвижные оси принимают вид
x˙
Rs
= − (Iω,β)
Is + mR
2
s
,
y˙
Rs
=
(Iω,α)−Mα
Is + mR
2
s
.
Как мы видим, для интегрируемости редуцированной системы (2.4) по теореме Эй-
лера –Якоби не хватает одного дополнительного интеграла, и в общем случае при огра-
ничении на общую поверхность уровня интегралов (2.6), (2.7) получим неинтегрируемый
трехмерный поток.
Простейший интегрируемый (по теореме Эйлера –Якоби) случай I1 = I2 = I3 рассмот-
рен в [22]. Отметим, что в этом случае F4 вырождается, но взамен возникают дополнитель-
ные интегралы ω1 = const и ω2 = const.
4. Квадрат момента относительно точки контакта равен нулю (M2 = 0).
Очевидно, что M2 = 0 влечет за собой равенство нулю каждой компоненты вектора мо-
мента по отдельности:
M1 = 0, M2 = 0, M3 = 0.
Замечание. Случай M = 0 наиболее важен с точки зрения теории управления, поскольку
на практике, как правило, управляемое движение системы начинается и заканчивается в состоянии
покоя.
В данном случае удобно переписать уравнения в переменныхM , γ, ω1, ω2, исключая Ω
и ω3, при помощи соотношения (2.5) и связи ω3 − Ω3 = 0:
ω3 =
IsM3 +mR2sγ3
(
(M ,γ)− I1γ1ω1 − I2γ2ω2
)
ρ2
.
Полагая M ≡ 0, получим замкнутую систему уравнений следующего вида:
I1ω˙1 = (I3 − I2)γ3ω2χ, I2ω˙2 = −(I3 − I1)γ3ω1χ,
γ˙1 = −γ3(ω2 + γ2χ), γ˙2 = γ3(ω1 + γ1χ), γ˙3 = γ1ω1 − γ2ω2,
χ =
mR2s
ρ2
(I1γ1ω1 + I2γ2ω2).
(2.9)
Эта система обладает инвариантной мерой
ρ−1 dω1 dω2 d
3γ,
и интегралами F0, F4, E. Следовательно,
система (2.9) интегрируема по теореме Эйлера –Якоби.
5. Динамически симметричный случай (I1 = I2 = I3). В рассматриваемом
случае динамической симметрии система обладает дополнительным полем симметрий, и по-
этому оказывается интегрируемой по теореме Эйлера –Якоби –Ли [17]. Выполняя редукцию
по данному полю симметрий, получим интегрируемую по Эйлеру –Якоби систему с дву-
мерными инвариантными многообразиями, хотя исходное трехмерное многообразие, обра-
зованное интегралами (2.6), (2.7), и в этом случае не расслаивается на семейство двумерных
подмногообразий.
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Поле симметрий û, связанное с инвариантностью системы относительно вращений оси
динамической симметрии, имеет вид
û = Ω1
∂
∂Ω2
− Ω2 ∂∂Ω1
+ ω1
∂
∂ω2
− ω2 ∂∂ω1
+ γ1
∂
∂γ2
− γ2 ∂
∂γ1
. (2.10)
Согласно теореме Ли, чтобы с помощью такого поля понизить порядок, необходимо в ка-
честве переменных редуцированной системы выбрать интегралы этого поля (то есть такие
функции yi, что û(yi) = 0). В данном случае на уровне первых интегралов
γ2 = 1, ω3 − Ω3 = 0, (M ,γ) = Mγ ,
удобнее в качестве переменных взять следующие функции:
γ3, K1 =
γ1ω1 + γ2ω2√
1− γ23
, K2 =
γ1ω2 − γ2ω1√
1− γ23
, K3 =
γ1M2 − γ2M1√
1− γ23
, K4 =
M3 −Mγγ3√
1− γ23
.
Уравнения движения в новых переменных имеют вид
γ˙3 = K2
√
1− γ23 , K˙1 = −
K2K˜√
1− γ23
, K˙2 =
K1K˜√
1− γ23
, K˙3 =
K1K4√
1− γ23
, K˙4 = − K1K3√
1− γ23
,
K˜ =
γ3(Is + mR
2
s)(I3
√
1− γ23K5 − I1(Is + I3)K1) + IsI3(1− γ23)K4
I1ρ
2
.
(2.11)
Уравнения (2.11) обладают интегралами
F˜1 = K21 +K
2
2 , F˜2 = K
2
3 + K
2
4 ,
E˜ = 12(K
2
1 + K
2
2 ) +
1
2
(K3 − I1K2)2
Is + mR
2
s
+ 12
(Is + I3γ
2
3)(I1γ3K1 + K4)
2
ρ2
+
+
γ3
ρ2
(
K5√
1− γ23
− I1K1
)
(I1(Is + mR
2
s)γ3K1 − I3(1− γ23)K4)+
+
Is + mR
2
s + I3(1− γ23)
2ρ2
(
K25 −
2I1K1K5√
1− γ23
+ I21 (1 + γ
2
3)K
2
1
)
,
(2.12)
где ρ определено выше (2.8).
Интегралы редуцированной системы связаны с первоначальными интегралами (2.6),
(2.7) следующим образом:
F˜1 =
F4
I1(I1 − I3)
, F˜2 = F2 − (M ,γ)2, E˜ = E.
Система (2.11) сохраняет также инвариантную меру вида
μ˜ = 1ρ dγ3 dK1 . . . dK4.
Таким образом, редуцированная система (2.11) интегрируема по теореме Эйлера –
Якоби.
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Замечание. В сходной задаче (шар Чаплыгина с полостью, заполненной жидкостью [13])
система, получаемая в результате редукции с помощью поля симметрий, оказывается неинтегриру-
емой и демонстрирует хаотическое поведение.
Как известно, интегрируемые гамильтоновы системы, как правило, являются бигамиль-
тоновыми, причем для систем с квадратичными (относительно скоростей) первыми инте-
гралами бигамильтонового представления во многих случаях удается указать явно [33].
Оказывается, что для редуцированной системы (2.11) справедливо обобщение данного ре-
зультата.
Теорема 3. Уравнения (2.11) представляются в конформно-бигамильтоновой форме
x˙ = ρ−1J1
∂H1
∂x
= ρ−1J2
∂H2
∂x
, x = (γ3,K1,K2,K3,K4),
H1 =
Is + mR
2
s
I1
E˜ − 1
2I1
F˜2, H2 =
1
2I1
F˜1,
относительно согласованных (нелинейных) пуассоновых структур J1, J2 ранга четыре
(rankJ1 = rankJ2 = 4). Ненулевые скобки, отвечающие пуассонову тензору J1, имеют
вид
{K1,K4}1 = ρ K2√
1− γ23
, {K2,K4}1 = −ρ K1√
1− γ23
, {K3, γ3}1 = ρ
√
1− γ23 ,
{K3,K4}1 =
= ρ−1
(
(Is + mR
2
s + I3)(mR
2
sI1
√
1− γ23K1 − (Is + mR2s)Mγ) +
(Is + I3)(Is + mR
2
s)γ3K4√
1− γ23
)
,
а для J2, соответственно, вид:
{K1,K3}2 = −ρ
I1K4√
1− γ23
, {K1,K4}2 = ρ
I1K3√
1− γ23
, {K2, γ3}2 = −ρ
√
1− γ23 ,
{K1,K2}2 = ρ−1
(
γ3(Is + mR
2
s)
(
(Is + I3)I1K1√
1− γ23
− I3Mγ
)
− IsI3
√
1− γ23K4
)
.
Доказательство — прямая проверка уравнений и тождества Якоби.
Замечание. Напомним, что согласованность пуассоновых структур J1, J2 означает, что их
линейная комбинация J1 +λJ2, λ = const, также определяет пуассонову структуру (то есть удовле-
творяет тождеству Якоби).
Функцией Казимира первой скобки является F˜1, а для второй — F˜2:
J1
∂F˜1
∂x
= 0, J2
∂F˜2
∂x
= 0.
Итак, в рассматриваемой системе естественным образом возник пучок пуассоновых
структур J1 + λJ2, которые линейны по скоростям, но в целом нелинейны.
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Для примера укажем также, как задаются канонические переменные для скобки Пуас-
сона J1 на симплектическом листе F˜1 = c:
K1 = c cos q1, K2 = c sin q1, γ3 = cos q2,
K3 = −mR2sI1(Is + mR2s + I3) c
ρ2
sin q1 sin2 q2 − ρp2, K4 = ρp1 −
(
1 +
mR2s
Is
)
Mγ cos q2,
где q1 ∈ [0, 2π), q2 ∈ [0, π] — угловые переменные, p1, p2 — соответствующие импульсы.
3. Неголономная связка двух тел (обобщенная задача
Суслова)
1. Уравнения движения. В заключение, рассмотрим задачу о свободном движе-
нии уравновешенной неголономной связки двух тел, рассмотренной в предыдущем разделе
(см. рис. 4). В данном случае начало отсчета системы центра масс (который движется рав-
номерно и прямолинейно) совпадает с геометрическим центром C оболочки. Как и выше,
запишем уравнения движения в подвижной системе координат Cx1x2x3, жестко связанной
с внутренним телом, так что Cx3 ‖ e, а оси Cx1 и Cx2 направим таким образом, что одна
компонента тензора инерции тела обращается в нуль: I12 = 0. Уравнение связи и тензор
инерции внутреннего тела в этом случае принимают вид
f0 = ω3 − Ω3 = 0,
I =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
I1 0 I13
0 I2 I23
I13 I23 I3
⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
Уравнения движения в квазискоростях с неопределенным множителем λ0 имеют вид
d
dt
(
∂T
∂Ω
)
+ ω × ∂T
∂Ω
= λ0
∂f0
∂Ω
, d
dt
(
∂T
∂ω
)
+ ω × ∂T
∂ω
= λ0
∂f0
∂ω
, (3.1)
где T кинетическая энергия всей системы в системе центра масс:
T = 12IsΩ
2 + 12(ω, Iω). (3.2)
В явном виде с учетом связи получим замкнутую относительно ω, Ω систему
IsΩ˙ = IsΩ× ω − λ0e, Iω˙ = Iω × ω + λ0e,
λ0 =
(Ω× ω − I−1(Iω × ω),e)
(I−1e + I−1s e,e)
,
(3.3)
где e = (0, 0, 1).
Вектор полного углового момента относительно центра масс
M = IsΩ + Iω (3.4)
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сохраняет свою величину и направление в пространстве:
M˙ = M ×ω.
Таким образом, система уравнений (3.3) обладает двумя общими интегралами:
F0 = ω3 − Ω3, F1 = M2.
На уровне F0 = 0 сохраняется также энергия T .
Всюду далее в этом разделе будем полагать
Ω3 = ω3.
Рассмотрим более подробно некоторые частные случаи этой системы.
Замечание. Отметим, что для определения абсолютной динамики нужно еще дополнительно
проинтегрировать уравнения Пуассона для направляющих косинунов:
α˙ = α× ω, β˙ = β × ω, γ˙ = γ × ω.
2. Полный момент системы равен нулю (M = 0). В этом случае, пользуясь
уравнением (3.4) и связью ω3 = Ω3, исключим из уравнений движения переменные Ω, ω3
и получим систему на плоскости:
ω˙1 = −
(I13ω1 + I23ω2)
(Is + I3)
2(det I + IsI1I2)
(A0ω1 + A1ω2), ω˙2 =
(I13ω1 + I23ω2)
(Is + I3)
2(det I + IsI1I2)
(A2ω1 + A0ω2),
A0 = I13I23
(
Is(Is + Tr I)− I212 − I223 + (I1 + I2)I3
)
,
Ai = (Is + I3)(Is + Ii)
(
I2i3 − (Is + I3)Ii
)− I2i3(I213 + I223 − (Is + I3)Ii).
Эти уравнения очевидно сохраняют сингулярную инвариантную меру
dω1 dω2
I13ω1 + I23ω2
.
3. Вектор e направлен вдоль главной оси тензора инерции (I13 = 0, I23 = 0).
В этом случае уравнения движения (3.3) могут быть представлены в форме
Ω˙1 = ω3(Ω2 − ω2), Ω˙2 = −ω3(Ω1 − ω1), ω˙1 = −bω2ω3, ω˙2 = aω1ω3,
ω˙3 =
Ω1ω2 − Ω2ω1
1 + c −
c(a− b)ω1ω2
(1− ab)(1 + c) ,
a =
I3 − I1
I2
, b =
I3 − I2
I1
, c =
I3
Is
.
(3.5)
Замечание. При физических ограничениях на моменты инерции (Ii + Ij  Ik) справедливо
неравенство 1− ab  0, при этом равенство достигается лишь при условии I3 = I1 + I2 (то есть
внутреннее тело — плоское). При этом условии особенность в уравнении не возникает, так как
величина a− b
1− ab =
I1 − I2
I3
остается ограниченной.
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Уравнения (3.5) сохраняют стандартную инвариантную меру μ = dΩ1 dΩ2 dω1 dω2 dω3
и обладают еще одним дополнительным интегралом
F2 = aω21 + bω
2
2. (3.6)
Замечание. Этот интеграл совпадает с последним из интегралов (2.6) предыдущей систе-
мы, то есть его существование обусловлено спецификой связи Суслова и распределения масс тела
(точнее, условием, что вектор e направлен вдоль главной оси инерции).
Наличие четырех первых интегралов и инвариантной меры позволяет заключить, что
система уравнений (3.5) интегрируема в квадратурах по теореме Эйлера –Якоби, а ее
интегральные инвариантные многообразия двумерны.
Для того чтобы проинтегрировать систему в квадратурах, необходимо выполнить заме-
ну времени ω3 dt→ dt и решить получившуюся линейную систему относительно переменных
ω1, ω2, Ω1, Ω2.
Оказывается, что уравнения (3.5) сохраняют еще один тензорный инвариант — пуас-
сонову структуру, и поэтому могут быть представлены в гамильтоновой форме.
Предложение. Уравнения движения (3.5) представляются в гамильтоновой форме
x˙ = J∂H
∂x
, x = (Ω1,Ω2, ω1, ω2, ω3),
H = 12
Ω21 + Ω
2
2
1 + c +
1
2
c((1 − a)ω21 + (1− b)ω22)
(1− ab)(1 + c) +
1
2ω
2
3,
(3.7)
с вырожденной скобкой Ли –Пуассона ранга два (rankJ = 2)
{Ω1, ω3} = Ω2 − ω2, {Ω2, ω3} = ω1 − Ω1,
{ω1, ω3} = −bω2, {ω2, ω3} = aω1.
(3.8)
Доказательство — прямая проверка уравнений и тождества Якоби.
На первый взгляд, тот факт, что инвариантные многообразия рассматриваемой систе-
мы двумерны, противоречит данному предложению. Действительно, симплектические ли-
сты пуассоновой структуры (3.8) двумерны и должны пересекаться с поверхностью уровня
гамильтониана (3.7) по одномерным инвариантным многообразиям. Разрешение этого про-
тиворечия состоит в том, что скобка (3.8) допускает лишь две глобально определенные
функции Казимира
C1 = F2, C2 = ω21 + ω
2
2 + (1− ab)(Ω21 + Ω22)− 2(1− a)Ω1ω1 − 2(1− b)Ω2ω2,
в то время как третьей функции не существует (она определена лишь локально). Это про-
исходит вследствие того, что двумерный симплектический лист в общем случае достаточно
сложно вложен в R5 = {x} (так, если ab > 0 и √ab — иррациональное число, этот лист яв-
ляется произведением прямой R1 на всюду плотную обмотку двумерного тора), поэтому его
пересечение с поверхностью H = const оказывается в общем случае незамкнутой достаточно
сложной орбитой (так, если ab > 0 и
√
ab — иррациональное число, а кроме того, при до-
статочно больших значениях H = H0, получим всюду плотную обмотку двумерного тора).
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Замечание. В случае ab > 0 Казимир скобки (3.8) может быть представлен в виде много-
значной функции следующим образом:
C3 = (aω21 − bω22) cos(θ)− 2ω1ω2
√
ab sin(θ),
где угловая переменная θ определяется из уравнения
tg
(
θ
2
√
ab
)
=
(1− b)ω2 − (1− ab)Ω2
(1 − a)ω1 − (1− ab)Ω1
.
Скобка Ли–Пуассона (3.8) соответствует разрешимой алгебре. По классификации ра-
боты [31], это алгебра Aspq5,17 при p = q = 0. Замена переменных, приводящая ее к канониче-
скому виду при a > 0, b > 0, представляется в форме
Ω1 =
√
a(y1 + y2) + 2(1− a)y3
2
√
a(1− ab) , Ω2 =
√
b(y2 − y1) + 2(1 − b)y4
2
√
b(1− ab)
, ω1 =
y3√
a
, ω2 =
y4√
b
,
{ω3, y1} = −y2, {ω3, y2} = y1, {ω3, y3} =
√
ab y4, {ω3, y4} = −
√
ab y3.
Обычно рассматривают обобщение задачи Суслова на полупростых алгебрах. Одна-
ко, как видим, реальные задачи приводят к системам с квадратичным гамильтонианом на
разрешимой алгебре Ли.
Укажем еще два частных случая, когда система уравнений (3.5) при некоторых допол-
нительных ограничениях на моменты инерции внутреннего тела обладает дополнительными
тензорными инвариантами.
1) I3 = I1 + I2, то есть внутреннее тело — плоская пластинка, перпендикулярная
вектору e. В этом случае a = b = 1 и система (3.5) обладает четырьмя квадратичными
интегралами
C1 = ω21 + ω
2
2, C2 = Ω
2
1 + Ω
2
2 − Ω1ω1 − Ω2ω2, C3 = Ω1ω2 + Ω2ω1 − ω1ω2,
H = 12ω
2
3 +
1
2
I1ω
2
1 + I2ω
2
2 + Is(Ω
2
1 + Ω
2
2)
Is + I3
,
где первые три интеграла являются глобально определенными функциями Казимира скоб-
ки (3.8).
Система при этом суперинтегрируема и все траектории оказываются замкнуты. За-
метим также, что при любом рациональном
√
ab система (3.5) суперинтегрируема, хотя
дополнительный интеграл будет существенно более сложным.
2) I1 = I2 = I3, то есть внутреннее тело динамически симметрично относительно e .
При этом условии a = b и возникает пара коммутирующих полей симметрий,
û1 = −Ω2 ∂∂Ω1
+ Ω1
∂
∂Ω2
− ω2 ∂∂ω1
+ ω1
∂
∂ω2
,
û2 =
(
Ω1 −
2I1
I3
ω1
)
∂
∂Ω1
+
(
Ω2 −
2I1
I3
ω2
)
∂
∂Ω2
− ω1 ∂∂ω1
− ω2 ∂∂ω2
,
[û1, û2] = 0,
а интегралы представляются после несложных упрощений в виде
F˜1 = ω21 + ω
2
2, F˜2 = Ω
2
1 + Ω
2
2 −
2I1
I3
(Ω1ω1 + Ω2ω2), H˜ =
1
2
Is
Is + I3
(Ω21 + Ω
2
2) +
1
2ω
2
3 . (3.9)
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Если существование поля û1 очевидно и связано с инвариантностью относительно вра-
щений вокруг оси динамической симметрии, то возникновение поля û2 достаточно неоче-
видно.
Боле того, в отличие от û1, поле симметрий û2 не сохраняет первые интегралы (3.9) (то
есть û2(F˜i) = 0, û2(H˜) = 0). Это позволяет использовать его для гамильтонизации системы
при помощи пуассоновой структуры ранга два следующим образом:
v = JF
∂F
∂x
, JF =
1
û2(F )
v ∧ û2,
где в качестве функции F может быть выбран любой из интегралов (3.9), а v — исходное век-
торное поле системы (3.5). В компонентах тензор JF представляется как JF =
∥∥∥∥∥viui2 − vjui2∑
k
uk2
∂F
∂xk
∥∥∥∥∥.
Замечание. Система (3.5) — следствие однородности инвариантна относительно растяжений
ωi → λωi, Ωi → λΩi с одновременной заменой времени λdt→ dt. Им соответствует векторное поле
û3 = Ω1
∂
∂Ω1
+ Ω2
∂
∂Ω2
+ ω1
∂
∂ω1
+ ω2
∂
∂ω2
+ ω3
∂
∂ω3
.
Оно коммутирует с полями û1, û2, а с исходным полем v̂ его коммутатор равен
[û3, v ] = v .
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In this paper we investigate two systems consisting of a spherical shell rolling on a plane without
slipping and a moving rigid body ﬁxed inside the shell by means of two diﬀerent mechanisms. In
the former case the rigid body is ﬁxed at the center of the ball on a spherical hinge. We show an
isomorphism between the equations of motion for the inner body with those for the ball moving on
a smooth plane. In the latter case the rigid body is ﬁxed by means of the nonholonomic hinge.
The equations of motion for this system have been obtained and new integrable cases found.
A special feature of the set of tensor invariants of this system is that it leads to the Euler –
Jacobi – Lie theorem, which is a new integration mechanism in nonholonomic mechanics.
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